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1. Introduccion

En los capitulos anteriores hemos trabajado con variables tales como altura (h), diametro (d) ,
precipitacion y peso en forma independiente; sin embargo ;son en el mundo real realmente
independientes dichas variables? Si observamos un bosque, podemos apreciar que usualmente los
arboles de mayor altura también tienen el mayor diametro y viceversa. Sin embargo, es evidente
que esta relacion no es perfecta, pues el arbol mas alto no necesariamente tiene el mayor diametro,
ni tampoco el arbol mas pequeiio tiene el menor diametro. Esto implica que las dos variables estan
correlacionadas y que el grado o intensidad de la correlacion no es perfecto. Usted puede pensar en
situaciones particulares de su quehacer profesional donde se presentan situaciones similares. Esto
nos lleva a plantearnos las siguientes preguntas: dadas dos variables ;Existe algun tipo de correla-
cion entre ellas? y en caso de existir, ;Cual es la direccion e intensidad de la misma?

En el presente capitulo aprenderemos a cuantificar la intensidad y direccion de la correlacion
utilizando los siguientes coeficientes de correlacion lineal:

R de Pearson Variables cuantitativas
Rho de Spearman  Variables ordinales
Tau de Kendall Variables ordinales

2. Diagrama de dispersion

El diagrama de dispersion expresa graficamente la relacion entre dos variables cuantitativas
utilizando un sistema de ejes cartesianos. Su uso, como medio para representar graficamente una
distribucion bivariable, se atribuye a Sir Francis Galton. Por ejemplo, si estamos estudiando la
relacion entre el diametro y altura de un bosque, cada par de valores se grafica en un sistema de
coordenadas X, Y. La figura 1 ilustra este concepto para 46 valores de didmetro (cm) y altura total
(m) de Jaul. La distribucion conjunta de didmetro y altura se denomina bivariable porque esta
formada por la interaccion tanto del didmetro como de la altura. Esta grafica nos permite hacer las
siguientes observaciones:

1. Existe un alto grado de correlacion lineal entre las dos variables. La naturaleza de la
asociacion puede describirse adecuadamente por una recta como la trazada en la figura 1.

2. La relacion es imperfecta; ya que no siempre los arboles de mayor diametro corresponden a
arboles de mayor altura. Existe una covariacion entre los dos sets de datos; sin embargo no
es perfecta.

El analisis anterior permite apreciar la importancia de graficar y determinar, en forma preliminar,
la presencia o ausencia de correlacion entre las variables en estudio. El préximo paso es cuantificar
el grado y direccién de la correlacion. En 1896, Karl Pearson, colega de Galton, public6 un articulo

titulado "Contribuciones matematicas a la teoria de la evolucion, IIl. Regresion, herencia y
panmixia"; en el cual analiz6 las caracteristicas del coeficiente de correlacion. El indice, aun cuando
no fue desarrollado por Pearson, lleva su nombre debido a esta publicacion. El coeficiente de



correlacion de Pearson es apropiado tinicamente para aquellos casos en que la asociacion es lineal y
la escala de medicidn cuantitativa (intervalo o razén).

Con frecuencia, es necesario determinar la ausencia o presencia de correlacion entre
observaciones a un nivel de mediciéon nominal u ordinal; por ejemplo la apariencia de un producto y
su grado de aceptacion en el mercado o el color de las hojas y el grado de enraizamiento en estacas.
Para estos casos debemos utilizar indices de asociacion no paramétricos tales como Tau de Kendall,
Rho de Spearman o Chi-cuadrado (X?) y sus variaciones.
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Figura 1: Diagrama de dispersion para didmetro (cm) y altura total (m) de jaul. La recta indica la
tendencia general de los datos.

3. Coeficiente de correlacion lineal de Pearson

El coeficiente de correlacion lineal de Pearson se define en términos de la covarianza de las
variables aleatorias X y Y. La covarianza es una medida que indica la forma en que X y Y varian
conjuntamente. Dadas dos variables aleatorias X y Y, con medias py y py y varianzas oy 02y,
respectivamente; la correlacion entre X y Y esta dada por:
cov(X, V) _ E[(X — px)(V — py)]

Py = Ox0y N Ox0Oy (1)

El estimador de p es “r” y su féormula es:

= X - X)Yi-Y)
VI (X - X2 o, (Y - )2 o

El estadistico “r” posee las siguientes caracteristicas (ver Fig. 2):

1. El coeficiente mide la intensidad y direccion de la correlacion lineal y no excluye la
posibilidad de que exista otra forma de correlacion no lineal.
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2. Su valor fluctia entre 1 y -1. Cuando la asociacion entre X y Y es perfecta “r” es igual a 1
(todos los valores se ubican en una recta); cuando no existe correlacion lineal su valor es 0.

3. El signo del coeficiente de correlacion indica la direccion de la asociacion. Cuando el valor
de “r” es positivo se dice que existe una correlacion positiva o directa; o sea que valores
grandes de X estan asociados con valores grandes de Y y viceversa. Por otra parte, si el
signo es negativo la correlacion es negativa; valores grandes de X se asocian con valores
pequeiios de Y y viceversa.
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Figura 2: Relacion entre el valor y signo del coeficiente de correlacion lineal de Pearson y la
tendencia de valores.

La formula 2 facilita el célculo de “r” sin embargo no nos permite apreciar como los valores
estandarizados de X y Y afectan su valor. Una expresion mas simple y que nos permite apreciar lo
anterior es:

T:nilé(xs;x) (Ks:?) 3)

Donde:

X, - X

Sx  son valores estandarizados de X
(%5)

sy /son valores estandarizados de Y

X la media de X
Y lamediade Y
Sx la desviacion estandar de X
Sy la desviacion estandar de X



La suma de productos determina la magnitud y signo del coeficiente. La figura 3 muestra el
diagrama de dispersion para cuatro observaciones de didmetro y altura total. En los ejes X y Y se
indican los valores originales asi como las desviaciones con respecto a la media de cada
observacion. El diagrama se ha dividido en cuatro cuadrantes: I, II, III, y IV. Las lineas que dividen
los cuadrantes se originan en la media de cada una de las variables. Para cualquier punto, el
producto X*Y sera positivo cuando las desviaciones de la media sean ambos positivos o ambos

negativos; por otra parte el producto serd negativo cuando cualquiera de las desviaciones tenga un
signo opuesto. Los productos X*Y seran positivos en los cuadrantes I y III y negativos en los
cuadrantes Il y I'V.
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Figura 3: Diagrama de dispersion para cuatro pares de valores de didmetro (cm) y altura total (m).
Las letras romanas indican los cuadrantes.

El signo de “r” esta dado por el signo de los valores estandarizados en la formula tres; ya que n,
Sx y Sy son positivos. Ademas cuanto mayor sea el numero de casos que se ubiquen en los
cuadrantes [ y III o I y IV mayor sera la magnitud de la suma de productos XY y por ende de r. Para
los puntos de la figura tres, el valor del “r” es 0,97.

A continuacion se ilustra el uso de la formula tres. El nimero de observaciones en muy reducido
€e 99,

para un uso adecuado de “r”’; sin embargo la simplicidad de la serie estadistica permite ilustrar el
calculo de los diferentes componentes de la ecuacion.

d (cm) | Alt. tot (m)
6 7
7 10
10 12
13 15

Sustituyendo los valores respectivos en la ecuacion tres tenemos:

Iy

Sx Sy




Cuadro 1: Calculo del coeficiente de correlacion lineal de Pearson.

Estadisticos d (cm)(X) | Alt. Tot. (m) (Y) | X estandarizado | Y estandarizado | Producto
(@) 2) 3) “) (©) @*(5)
7 -0,9487 -1,1882 1,1272
10 -0,6324 -0,2970 0,1879
10 12 0,3162 0,2970 0,0939
13 15 1,2649 1,1882 1,5029
Media 9 11 Suma 29119
S 3,162 3,367 n-1 3
Covarianza poblacion | 7,75 1/n-1 0,333
Covarianza muestra 10,33 R 0.97

Nota: Excel calcula la covarianza de la poblacién y por lo tanto utiliza n en lugar de n-1.

Cuando se conoce la desviacion estandar de X (Sx), de Y (Sy) y la covarianza entre X y Y
(Covxy), el coeficiente de correlacion puede calcularse utilizando la siguiente formula:
r=Syx /Sx * Sy 4)

Para los datos del presente ejemplo Sx=3,16 cm; Sy=3,37 m y Syx=10,33. Sustituyendo los
valores en 4 tenemos que r es igual a:

r=10,33/(3,16*3,37) = 0,97

A continuacion se muestran los calculos realizados con XL Statics:

Single-variable
Alt. tot (m) d (cm)
Number 4 Number 4
Two-variable Mean 11 Mean 9
Number 4 St Dev|3.3665 St Dev 3.1623
Covariance 10.333 Min|7 Min |6
Correlation 0.9706 Max 15 Max 13 Correlation Coeff
R?/0.9422 Median 11 Median 8.5 Correlation 0.970648

El coeficiente de correlacion obtenido para una muestra (r) es un estimador puntual que mide la
direccion e intensidad de la covarianza de los datos analizados y no implica necesariamente que
dicho valor sea la correlacion de la poblacion (p). Por ejemplo, si para cuatro arboles no se obtiene
una correlacion entre el didmetro y la altura, no se puede afirmar que tal correlacion no existe. Como
con cualquier otro estimador, es esencial que el valor de "r" se interprete considerando las

circunstancias y condiciones bajo las cuales fue calculado.



6. Interpretacion de r

Al observar el valor del coeficiente de correlacion podemos preguntarnos, por ejemplo, ;qué nos
indica un r = 0,5? 6 ;Cudnto mas intensa es la correlacion cuando r = 0,87 EI coeficiente de
correlacion puede interpretarse tomando como referencia el intervalo [—1< p < 1]; asi como el
concepto de variabilidad. A continuacién se discute cada enfoque.

6.1. Valor de r con respectoa 0,1y -1

Esta es una de las formas mas simples de interpretar el valor de “r”. Valores cercanos a cero
indican poca o ninguna de correlacion lineal, en tanto que valores cercanos a uno indican un alto
grado de correlacion lineal. Muy bien, pero ;qué tan cerca? y ademas, ;cOmo interpretar valores
intermedios? La respuesta no es simple, porque desafortunadamente el valor de “r” no puede
interpretarse como directamente proporcional a su magnitud o tamafio. Un valor de r = 0,50 indica
menos que la mitad de la intensidad de asociacion con respecto a un valor de r = 1. Desde esta
perspectiva un aumento en r de 0,15 tiene un mayor impacto en la intensidad de la asociacion cuanto
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mayor sea el valor de “r”’; ya que la ganancia marginal en precision al estimar un valor dado de “Y”
serda mayor. Esto se apreciard mejor en cuando se estudie el tema de regresion.

EL cuadro 2 y la figura 4 muestran el error de prediccion en porcentaje para diferentes valores de
“r”. Puede observarse claramente que la relacion entre “r” y el error de prediccion (Syx) es no
lineal. Una reduccion en el error de prediccion de 50% se obtiene cuando el valor de “r” es 0,87
(Ar=1-0.87 = 0,13). EI siguiente incremento de 0,75 a 0,87 (Ar = 0,12) so6lo proporciona un 16%
adicional en la reduccion del error de prediccion. Por otra parte si observamos la reduccion en el
error de prediccion para valores de “r”” cercanos a cero podemos apreciar que la ganancia es aun
menor. Un incremento de “r”” de 0 a 0,10 resulta en una reduccion en el error de prediccion de tan

solo 1%.

Cuadro 2: Relacion entre el coeficiente de correlacion lineal y el error de prediccion™

coeficiente de correlacion % | Error de prediccion %
100 0

87 50

75 66

50 87

40 92

25 97

10 99

0 100

* Syx= Sy (1- 1) ¥
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Figura 4: Relacion entre el coeficiente de correlacion y el error de prediccion.

6.2. Proporcion de la variabilidad explicada

Supongamos que para una especie determinada la relacion peso (gr) y tamafio de la huella tiene
un coeficiente de correlacion de 0,80. Esto indica que parte de la variacion en peso de los animales
estd asociada con la variacion en tamafio de la huella y que ademads la relacion es positiva. Sin
embargo la covariacion o correlacion no es perfecta; ya que la variabilidad en peso no puede ser
explicada totalmente por la variabilidad en tamafio de la huella. Alguna proporcién de la variacion
en peso esta asociada a otros factores tales como estado fisiologico del animal, sexo o edad.

El coeficiente de correlacion nos permite determinar la proporcion de la variabilidad total en peso
asociada con la variacion en tamafio de la huella. La proporcidon no asociada con la variabilidad en
tamafio de la huella se denomina variabilidad no explicada o error. El error representa la variabilidad
asociada a otras variables explicativas no consideradas en el analisis de correlacion simple. Cuando
dos o més variables se asocian con una variable dependiente la correlacion se denomina multiple.

Para proseguir con nuestro analisis la variabilidad, la variabilidad en peso debe expresarse en
términos de la varianza (S?). Si los valores difieren drasticamente entre si (datos muy heterogéneos)
el valor de S” serd grande; por otra parte, si son relativamente homogéneos, S* serd pequefia; y si
todos los datos tienen el mismo peso, S” sera cero (no existe variabilidad).

La variacion total puede dividirse en dos componentes: variacion asociada al factor tamafio de la
huella y variacion asociada a otros factores o error (cuadro 3). Para hacer esta division, el valor de
“r” debe expresarse en términos de R* (coeficiente de determinacion). Si el peso de la muestra tiene
una varianza de S* = 2,60 kg * y el coeficiente de correlacion lineal es 0,80; la variacion total en
peso se puede dividir de la siguiente manera:



Cuadro 3: Particion de la variabilidad total en peso en variabilidad asociada al tamafo de la huella y
a otras factores o variabilidad no explicada.

g2 - R2 + 1-R2
2,6 Kgr’ = 1,664 Kgr’ + 0,936 Kgr’
100 % = 64% + 36%

Para nuestro ejemplo, el 64 % de la variabilidad en peso estd explicada por la variacion en la
dimension de las huellas y el remanente 36 % (error) esta asociada a otros factores no medidos. Los
calculos anteriores elaborados bajo el supuesto de linealidad o aditividad indican que R? expresa la
proporcion de la variabilidad en Y asociada con la variabilidad en X; o sea la covarianza al cuadrado
como se muestra a continuacion.

R*=(Syx)*/ S’x * S%y 5)

Donde, Sx es la desviacion estandar de X, (Sy) es la desviacion estandar de Y y Covxy la covarianza
entre Xy Y

El concepto de variabilidad explicada permite entender mejor porque un coeficiente de
correlacion de 0,50 indica menos que la mitad de la intensidad de la correlacion mostrada por una
asociacion perfecta. Para explicar el 50 % de la variabilidad se requiere un coeficiente de
correlacion de 0,71 (0,71*0,741= 0,50).

4. Correlacion no es sinonimo de causa-efecto

Al evaluar la correlacion entre dos variables no se debe incurrir en el error de utilizar el valor de
“r” como argumento para indicar que existe una relacion de causa-efecto. Es sumamente importante
no confundir ambos términos. No siempre un alto grado de correlacion entre dos variables implica
necesariamente que exista una relacion de causa-efecto. Si deseamos argumentar sobre una relacion
de causa-efecto, debemos considerar elementos bioldgicos, fisicos, quimicos, econdmicos o de otra
indole y no solo el valor del coeficiente de correlacion.

Dos variables pueden presentar un alto grado de correlacion por diferentes motivos como se
ilustra en la figura 5. Por ejemplo, la variacion en X puede ser la responsable de la variacion en Y o
viceversa. También pueden existir otros factores que afecten tanto a X como a Y (ver efecto de
confusion). Por ejemplo, la respuesta de una planta a un determinado fertilizante puede estar
afectada por el pH, la fertilidad inicial del suelo y época de aplicacion del fertilizante. En otras
ocasiones dos cosas o eventos ocurren al mismo tiempo pero sin embargo no estan correlacionados y
mucho menos uno es causa del otro.
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Figura 5: La presencia de la mariposa y la abeja estd correlacionada con la presencia de la planta
(existe una relacion de causa efecto). Sin embargo, la presencia de la abeja, aunque esta
correlacionada con la presencia de la mariposa y viceversa, no implica una relacion de causa-efecto.
En este caso la presencia de la planta es lo que explica la presencia de la abeja y la mariposa.

5. (De qué depende la intensidad de la correlacion?
El grado o intensidad de la correlacion es afectada por los siguientes factores:

1. Principio de linealidad

La figura 6 muestra tres diagramas de dispersion con sus respectivas curvas de mejor ajuste. En
el diagrama A el grado de correlacion es moderado, en tanto que en el B es alto. La figura indica
que cuanto mayor sea el numero de observaciones que se ubiquen alrededor de la linea de mejor
ajuste mayor sera el valor de “r”.

Por otra parte cuando una recta no describe adecuadamente la relacion entre X y Y, como es el
caso de la figura 6C, se dice que las observaciones no satisfacen el principio de linealidad de
regresion. Esto no implica que los datos no estén correlacionados, simplemente significa que la
relacion es no lineal. La relacion del diagrama 6C es curvilinea y si calculamos el valor de “r”
encontrariamos que es muy pequefio y posiblemente cercano a cero. Esta grafica ilustra claramente

que si la relacion es curvilinea, el coeficiente de correlacion de Pearson subestimard en gran medida
la intensidad de la asociacion. El coeficiente de correlacion de Pearson solo debe usarse con
distribuciones bivariables que no se aparten sensiblemente del principio de linealidad.
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Figura 6: Diagramas de dispersion mostrando la tendencia de las observaciones para diferentes
intensidades de correlacion. Observe que en los datos de la grafica C no existe correlacion lineal.

2. Ambito de las observaciones
El ambito o dispersion de los valores de X y Y afectan sustancialmente la intensidad de la
correlaciéon como puede apreciarse en la figura 7. La figura de la izquierda contiene la totalidad de

las observaciones de didmetro y altura; en tanto que la figura de la derecha s6lo contiene aquellas
observaciones cuyo diametro es inferior a 19 cm.

El coeficiente de correlacion para la totalidad de las observaciones es 0,73; en tanto que para el
subset es 0,13. Esto nos indica que, dada una relacion lineal, la magnitud del coeficiente de
correlacion depende del grado de variabilidad de los datos. Si mantenemos constantes los otros

factores que afectan el valor de “r”,
coeficiente de correlacion.
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Figura 7: Efecto del ambito de las observaciones en el valor del coeficiente de correlacion lineal de

Pearson.

3. Unidad de medicion y codificacion de los datos
El valor de “r” refleja el grado de correspondencia entre las posiciones relativas de X y Y. Por

esta razon, ni la intensidad ni la direccion del coeficiente de correlacion son afectadas por la unidad
de medicion ni por transformaciones que impliquen el uso de una constante y de operaciones alge-
braicas tales como suma, resta, multiplicacion y division.
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Las posiciones relativas de X y Y no son afectadas por las transformaciones indicadas
previamente y por lo tanto no afectan el valor de “r”. Por ejemplo, la posicion relativa del peso de
un animal en una serie estadistica sera la misma indistintamente de si su peso se mide en gramos 6
kilogramos.

4. Variacion muestral
Al igual que la media o la desviacion estandar, el coeficiente de correlacion se obtiene a partir de
una muestra y por lo tanto esté sujeto a las leyes del azar; las cuales se expresan en variabilidad. El

)
T

valor de para una muestra es diferente al valor de la poblacion (p). Si la muestra es
representativa y lo suficientemente grande se esperaria que la discrepancia o error sea minimo. El
coeficiente de correlacion para una muestra no_es el coeficiente de correlacion poblacional, sino

simplemente un valor que responde a las caracteristicas de la muestra seleccionada.

7. Significancia de r: Prueba de hipétesis

El coeficiente de correlacion para la poblacion se designa con la letra griega (p) y al igual que
otros parametros estadisticos es una constante desconocida. Cuando estimamos su valor a partir de
una muestra podemos hacernos las siguientes preguntas:

1. (Es el valor de “r” estadisticamente diferente de cero?; o en otras palabras ; existe
correlacion entre X y Y ?
2. (Es el valor de r igual a un valor dado, por ejemplo 0,907

La prueba de hipdtesis permite discernir si el valor de “r” se debe a la correlacion entre X y Y o si
es el resultado del azar. A continuacion se ilustra el uso de la distribucion “t” de Estudiante para
someter a prueba esta hipdtesis.

En la seccion tres se calculd un coeficiente de correlacion lineal de 0,97 para cuatro valores de
diametro y altura. A simple vista pareciera que la relacion es lo suficientemente fuerte y positiva (lo
cual tiene sentido bioldgico) como para suponer que efectivamente existe una relacién entre ambas
variables; sin embargo ;es el valor de “r” significativamente diferente de cero? Para responder a esta
pregunta debemos realizar una prueba de hipdtesis de dos colas.

Dado un conjunto de pares de observaciones no correlacionadas de una distribucion normal
bivariada, la distribuciéon muestral de “r” sigue una distribucion t de Estudiante con n-2 grados de
libertad. Esta afirmacién es valida incluso si los valores observados no son normales, siempre y
cuando el tamafio de muestra no sea muy pequefio. Los percentiles de la distribucion “t” de
Estudiante con n-2 grados de libertar se utilizan para someter a prueba la hipotesis Ho: p = 0; o sea
Xy Y no estan linealmente correlacionados. La féormula del estadistico de prueba es:

- (6)
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Los valores de t calculados se comparan con valores criticos obtenidos de la distribucién “t” de
Estudiante con n-2 grados de libertad.

€.
T

Para la determinacidn de los valores criticos de se utiliza la transformacién inversa:

t

V=241t (7)

El intervalo de confianza para “p” de Pearson se basa en la transformacion “r”” a “z” de Fisher. Si
los pares ordenados (X,Y) tienen una distribucion bivariable normal y son independientes, entonces
Z es aproximadamente normal con media igual a:

1+7r

Z.:Uvi- I
; J?Il_r ®)

Y su error estandar igual a:
1

vV — 3, donde N es el tamafio de la muestra.
Una vez determinado el valor de “z”, el intervalo de confianza para p es igual a:
z + (valor de z para nivel de confianza deseado) x (error estandar)

El valor de “z” puede convertirse a “r”” mediante la siguiente ecuacion:

5
Z 9
e " -1

e2Z +1 9)

Tr=

EJEMPLO

1. Calcular r:
r=20,97

2. Hipotesis nula y alternativa

Ho: p=0
Ha:p<>=0

3. Elegir el valor de alfa critico. Recuerde que debe elegir dicho valor antes de realizar la prueba de
hipdtesis. Para el presente ejercicio se eligio del valor de 0,05 (recuerde que usted puede elegir
cualquier valor inferior o igual a 0,1)
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4. Estadistico de prueba y P calculado

4-2
=097 * [ ]
1- (0,97%0,97)

t=15,708

Si usted busca el valor 5,708 en una tabla “t” de Estudiante con n-2 grados de libertad (en este caso
4-2=2) encontrara que corresponde a una probabilidad de 0,0293 (este es el valor de P calculado por
los paquetes estadisticos).

5. Decision
Ho se rechaza si el valor de P calculado es menor que el alfa elegido (P critico).

En este caso el valor de P calculado (0,0293) es menor que el valor de P critico (0,05) y por tanto
se rechaza Ho a un nivel de significancia de 5%.

6. Conclusion

A un nivel de significancia de 5% la muestra provee suficiente evidencia estadistica para suponer
que las variables provienen de una poblacion con un coeficiente de correlacion lineal diferente de O.
Por tanto para la muestra en estudio se concluye que el diametro y la altura estan linealmente
correlacionados (P < 0,05).

Es posible que la conclusion no le sorprenda ya que bioldgicamente existe una relacion entre el
diametro y altura; ademas, el valor del coeficiente de correlacion es lo suficientemente alto como
para suponer que tal correlacion existe. Sin embargo debemos estar conscientes de que el tamafio de
muestra determina los grados de libertad y este a su vez juega un papel importante en la
determinacion de la significancia de “r”” como puede observarse en el siguiente cuadro.

Cuadro 4: Efecto del tamafio de la muestra en la significancia de r.

Pares (X,Y) gl r Ho:R=0
(n) (n-2) Ha: R <>0 (2 colas alfa=0,05)
12 10 0,55 no rechazar
18 16 -0,45 no rechazar
22 20 0,45 rechazar Ho
102 100 0,21 rechazar Ho
500 498 -0,15 rechazar Ho
1002 1000 0,10 rechazar Ho
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Observe como para un “r” de 0,10 con n=1.002 se rechaza la hipdtesis nula, en tanto que para un
“r” de 0,55 con n=12 no se rechaza. El factor que controla la decision de rechazar o no rechazar Ho
es el nimero de observaciones (grados de libertad). Para muestras muy grandes (e.g. 500 o 1.000
pares de observaciones), coeficientes de correlacion relativamente pequefios seran significativos en
tanto que con muestras pequeas sucedera lo opuesto.

Al evaluar los resultados de la prueba de hipotesis debemos diferenciar entre significancia
estadistica e importancia o aplicacidon de los resultados y los argumentos 16gicos que sustentan la

correlacion. El no rechazar la hipotesis nula no significa que no exista una correlacion entre las
variables en estudio; asi como el rechazarla tampoco nos asegura que exista tal relacion. Los
ejemplos del cuadro cuatro ilustran este punto. La conclusion final debe basarse tanto en el analisis
de la evidencia estadistica como en el conocimiento del tema en estudio.

El intervalo de confianza para p es igual a:

1. Convertirra z
z=0,51In[( 11+0,97)/ 1- 0,9] = 2.09229572

2. Calcular error estandar
EE=1/(4-2)" = 0,7071

3. Calcular IC para p
Para un nivel de confianza de 95% el valor de Z es igual a 1,96.
Limite superior: z= 2.09229572 +1,96 *0,7071 =3, 4782
Limite inferior: z= 2.09229572 - 1,96 *0,7071 = 0,706379

4. Convertir valores de z a r:
. . * *
Limite superior: r=¢ > > *7%2.1 / ¢ #4741 = 0,998
L, . * *
Limite inferior: r=¢ 2 70071 / ¢ 27070637 11 =0,608

Y el intervalo de confianza es: 0,608 < p < 0,998. Dado el set datos analizado, tenemos una
confianza de 95% de que el parametro de la poblacion se entre 0,608 y 0,998.

EJEMPLO 2

(Cudl es el coeficiente de correlacion para los datos de didmetro y altura del archivo
d h jaulxIsx? Es el coeficiente diferente de cero a un nivel de confianza del 99%? El
procedimiento a seguir es:

Diagrama de dispersion
Calcular r
Plantear hipotesis nula y alternativa

AW N =

Elegir el valor de alfa critico (“p” critico)
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5. Estadistico de prueba y “p” calculado
6. Decision
7. Conclusion

A continuacién se muestra como utilizar XlStaticis para realizar la prueba de hipotesis.

1. Diagrama de dispersion

El grafico muestra que existe una correlacion lineal entre las variables didmetro (cm) y altura
total (m).

45

40

35 4
30 4
25

20

altura total (m)
2

15 ¢

10

0 10 20 30 40 50 60 70 80
d(cm)

Figura 8: Diagrama de dispersion para diametro (cm) y altura total (m) de Jaul.

2. Calcularr

Single-variable
altura total (m) diametro (cm)
Number 46 Number 46
Two-variable Mean 27.739 Mean 35.652
Number 46 St Dev 6.3541 St Dev| 15.651
Covariance 77.752 Min|15 Min 10
Correlation 0.7818 Max |42 Max |68
R?/0.6113 Median 28.5 Median 33.5
Correlation Coeff
Correlation| 0.781847

El coeficiente de correlacion lineal de Pearson para las variables didmetro (cm) y altura total (m) es
0,78.

3. Plantear las hipotesis nula y alternativa
Ho: p=0
Ha: p#0
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3. Elegir el valor de alfa critico
El alfa critico elegido es 0,01.

4. Estadistico de prueba y “p” calculado
n—2

t=ry——=
1—r2

Hypothesis Tests for p
HO: p = 0

Observe que se realiza una prueba de dos colas.

tive
R R

Hip=0 El valor de p calculado es 1,41 E-10 o sea 0,00000000014.
p~value = 1.41E-10

5. Decision
Dado que el valor de “p” calculado es menor que “P” critico se rechaza Ho.

6. Conclusion
El valor de “p” calculado (1,41 E-10) es inferior al valor del “p” critico (0.01) y por lo tanto se
concluye que las variables estan linealmente correlacionadas.

8. Coeficiente de correlacion de 6rdenes de Spearman

El coeficiente de correlaciéon de Spearman (Rho) se utiliza para cuantificar la intensidad y
direccion de la correlacion cuando las variables se miden o se transforman a un nivel de medicion
ordinal. Este es un estadistico no paramétrico, ya que su distribucion muestral exacta se puede
obtener sin conocer los parametros de la distribucion de probabilidad conjunta de X y Y (como si es
un requisito con “r” de Pearson). Su valor, al igual que “r” de Pearson se encuentra en el ambito
[-1< Rho < 1]. La interpretacion del valor de Rho de Spearman sigue la logica expuesta para la “r”

de Pearson.

Dados “n” pares de observaciones (X1,Y1), (X2,Y2), ....., (Xn,Yn) para las variables aleatorias X y
Y; para estimar la correlacion entre X y Y primero se ordenan los pares de observaciones de mayor a
menor (utilizando X o Y) y luego se les asigna el orden respectivo a cada par X,Y; de esta manera

generamos un conjunto de “n” pares de oOrdenes, los cuales denotamos como (Rx1,Ryl),
(Rx2,Ry2),.., (Rxn, Ryn).

Si dos observaciones tienen el mismo orden (empates) se les asigna el orden medio (e.g. si las
observaciones correspondientes a los ordenes 8 y 9 son iguales, se les asigna el orden 8,5). La
correlacion entre X y Y se obtiene calculando el coeficiente de correlacion de Pearson para los pares
de ordenes. La expresion matematica basica para Rho es:

nER, *R,-ER, *ER,
Rb = (10)
n ER’ - (ER,)* * n ER?, - (ER,)’
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En ausencia de empates, las siguientes formulas facilitan el calculo de Rb:

12ERy *Ry n+l
Ra= ------— -3 (11)
n(n -1) n-1
6 E Di°
RS= 1 = wememommemes (12)
n(n®-1)

En donde, n es el nimero de pares y Di es la diferencia entre Rxi y Ryi.

Cuando se presentan empates el numerador de la ecuacion diez se debe modificar de la siguiente

manera.
6 (EDi*+U+V)
Rs=1 - (13)
n(n®-1)

1 2

| — E mj (mj” - 1) (14)
12
1 2

|V p— E nj (nj* - 1) (15)
12

En donde mj es el nimero de empates en X y nj es el nimero de empates en Y.

La expresion trece solo considera el efecto de empates en E Di. El denominador de la ecuacion
once también puede modificarse para compensar por el efecto de los empates, esto se logra
sustituyendo el término nz_n por la media geométrica de Uy V como se muestra a continuacion:

n(m’-1)-6(ED+U+V
fem (16)
{n(nz'l)-le}*{n(nz_l)_IZU}O,S

El coeficiente Rb es un estimador apropiado para evaluar la correlacion entre X y Y cuando la
presencia de empates expresan concordancia (i.e. opiniones de dos personas sobre un determinado
numero de productos o situaciones). Por otro lado, Ra es apropiado para medir correlacién cuando
una variable representa el ordenamiento de items por un individuo y la otra representa un orden
objetivo y conocido. Finalmente, cuando una variable representa tiempo, Ra puede utilizarse como
una medida de tendencia de la serie.

Para observaciones a un nivel de medicion de intervalo o razon el coeficiente de correlacion de
Spearman brindard resultados algo diferentes comparados con el coeficiente de correlacion de
Pearson. Las diferencias se reducen conforme aumenta el tamano de la muestra.
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8.1. Prueba de hipotesis
El estadistico “t” puede utilizarse para someter a prueba la hipotesis Ho: Rho=0. Dado que Ho sea

verdadera, dicho estadistico sigue aproximadamente la distribucion t de Estudiante con n-2 grados
de libertad.

n—2

= R

1 —r? donde “r” corresponde al valor de Rho. (17)

Si se desea calcular un intervalo de confianza para Rho o someter a prueba una hipotesis para un
valor de Rho diferente de cero, se pude utilizar la transformacion de Fisher y la distribucion Z:

1+7r

n 1=, = arctanh(r).

t
Fin=3! (18)

Donde "In" es el logaritmo natural y "arctanh" es el inverso de la funcion hiperbdlica.

n—3
ro6 7 ") (19)

z =

A continuacion se ilustra el uso de XLStatistics para calcular el valor de Rho para los datos de
diametro (cm) y altura de Jaul (m) analizados en la seccion anterior.

EJEMPLO

Se desea determinar el coeficiente de correlacion de Spearman para el set de datos de didmetro
(cm) y altura de Jaul (m) analizado previamente. El procedimiento de calculo es el mismo sugerido
para el coeficiente de correlacion de Pearson.

1. Diagrama de dispersion
A continuacion se muestran los valores originales y el respectivo orden para cada uno de los pares
de observaciones.

Cuadro 5: Valores originales de diametro (cm) y altura total (m) y el respectivo orden para cada uno
de los pares de observaciones.

Diametro | Altura Orden Orden altura | Orden Orden
(cm) total (m) | diametro * | total * Didmetro** | Altura total**
40 30 19 15 16.5 19
10 15 46 46 46 46
33 33 24 9 10 25.5
45 33 11 9 10 13.5
33 29 24 19 21 25.5
41 27 18 28 29 18
13 17 45 44 44.5 45




diametro | altura orden orden altura | Diametro* | Altura total**
(cm) total (m) | diametro total
45 29 11 19 21 13.5
39 29 20 19 21 21
33 35 24 6 6.5 25.5
17 20 39 38 39.5 41
17 22 39 36 36 41
28 30 28 15 16.5 29
26 20 31 38 39.5 31
22 27 35 28 29 35
17 18 39 43 43 41
17 20 39 38 39.5 41
17 17 39 44 44.5 41
39 31 20 13 13.5 21
42 28 17 24 25.5 17
56 29 5 19 21 5.5
54 30 8 15 16.5 8
62 33 3 9 10 3
45 28 11 24 25.5 13.5
33 24 24 32 33 25.5
34 23 23 35 35 23
25 24 32 32 33 32
67 42 2 1 1 2
68 36 1 5 5 1
55 32 7 12 12 7
45 28 11 24 25.5 13.5
51 37 10 3 3.5 10
45 37 11 3 3.5 13.5
20 20 36 38 39.5 36.5
23 30 33 15 16.5 33.5
14 24 44 32 33 44
23 21 33 37 37 33.5
20 26 36 31 31 36.5
28 35 28 6 6.5 29
19 19 38 42 42 38
39 29 20 19 21 21
45 27 11 28 29 13.5
28 31 28 13 13.5 29
56 34 5 8 8 5.5
59 39 4 2 2 4
52 28 9 24 25.5 9

Nota: la funcidn jerarquia de Excel permite calcular del orden de cada observacion.

* No considera empates. ** Considera empates.
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Figura 9: Diagrama de dispersion para ordenes de diametro (cm) y altura total (m) de Jaul.
A. Considera empates. B. No considera empates.

2. Calcular Rho
Spearman's Rank Coefficient (rho)

Correlation Coeff
p 0.74987615

El coeficiente de correlacion lineal de Spearman para los 6rdenes de didmetro (cm) y altura total
(m) es 0,75. Note su similitud con el valor del coeficiente de correlacion de Pearson. El coeficiente
de determinacion para el coeficiente de correlacion de Spearman puede aproximarse como Rb>. En
este caso Ry’ es igual a 0,56. Los resultados indican que aproximadamente el 56 de la variacion en
altura puede atribuirse a la variacion den diametro.

3. Plantear las hipotesis nula y alternativa
Ho:p=0
Ha:p#0

3. Elegir el valor de alfa critico
El alfa critico elegido es 0,01.

669

4. Estadistico de prueba y “p” calculado

Large sample
Hypothesis Test for p
Ho p = 0
" Alternative

& U <

Hy: p+ 0
T|7.518%6
DF |44 El valor de p calculado es 2 E-10 o

p-value = 2E-09 sea 0,0000000002.
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5. Decision
Dado que el valor de “p” calculado es menor que “P” critico se rechaza Ho.

6. Conclusion
El valor de “p” calculado (1,41 E-10) es inferior al valor del “p” critico (0.01) y por lo tanto se
concluye que las variables estan linealmente correlacionadas.

9. Coeficiente de correlacion de 6rdenes de Kendall's (Tau-a y Tau-b)

El coeficiente de correlacion de rangos de Kendall, conocido como el coeficiente tau de Kendall
(1), es otro estadistico no paramétrico utilizado para medir la asociacion entre los 6rdenes de dos
variables. Este coeficiente es particularmente util para medir la concordancia (o ausencia de ella) al
evaluarse un set idéntico de condiciones por dos personas o grupos. Por ejemplo, dados cuatro
métodos de impartir una clase (M1, M2, M3, M4) como serian ordenados por dos alumnos en una
escala de uno a cuatro, donde uno es mejor y cuatro peor.

La formula de tau de Kendall es:
T = (numero de pares concordantes — numero de pares no concordantes) / 0,5n * (n-1)  (20)

A la formula veinte se le conoce como Tau-a y no hace ningun ajuste por empates entre ordenes.
El denominador corresponde al niimero total de pares y por tanto el valor del coeficiente se
encuentra en el ambito —1< 1 < 1. Cuando existe una total concordancia entre los 6érdenes de ambas
variables el valor de T es 1 y cuando el desacuerdo el total, el valor es igual a -1. Si las variables son
independientes, el valor serd cercano a cero.

Bajo la hipotesis nula de que X y Y son independientes, la distribucidon muestral de t tendrd un
valor esperado de cero. La distribucion precisa no puede caracterizarse en términos de distribuciones
comunes, pero se puede calcular exactamente para muestras pequefias; para muestras mas grandes
(de al menos 10 pares de observaciones), es comun utilizar una aproximacion a la distribucion
normal, con media cero y varianza igual a:

2 2(2N +5)
T 9N(N-1) (21)

Y por lo tanto, para “N” mayor que diez, Ho: p=0 puede someterse a prueba transformando p en un
valor de Z, el cual tiene una distribuye normal con una media igual a cero y desviacion estandar
igual a uno (N~ 0,1).

PRI S
O 2(2N +5)
IN(N-1) (22)

€ %

El percentil de Z t debe compararse con el valor del “p” critico para decidir sobre Ho.
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Coeficiente de correlacion de 6rdenes de Kendall (tau-b)
Este coeficiente considera los empates en los 6érdenes de los datos bajo andlisis; su formula es:

Ne — Ng
Tg =
V (no—n1) (o — ny) (23)
Donde:
no-n(n-1)/2
n;-n(n-1)/2
it (t-1)/2

2t (u-1) /2

nc: numero de pares concordantes

nd: nimero de pares discordantes

t; = namero de empates para el i grupo de empates para la primera variable.
u; = numero de empates para el jth grupo de empates para la segunda variable.

EJEMPLO

Se desea determinar el coeficiente de correlacion de rangos de Kendall (Tau-b) para el set de datos
de diametro (cm) y altura de Jaul (m) analizado previamente. El procedimiento de calculo es el
mismo sugerido para el coeficiente de correlacion de Spearman. El programa XL Statiscis ofrece los
siguientes resultados:

Large sample .
: La hipotesis nula es:
Hypothesis Test for
HO: Tb = D HO' = O
Alternative ——————— Ha: £ 0
’7@ WERRWE Nivel de significancia o “p” critico = 0,001.
Hy 5= 0 Observe que el programa también le permite hacer
Correlation Coeff 75663047 | | unaprueba de una cola.
1 0.58019112 pvalue = 1.49E-08

[1%e4]

Dado que el valor de “p” calculado (1,49 E-08) es menor que “p” critico (0,001), se concluye que
el el valor del coeficiente de correlacion de rangos de Kendall (Tau-b) es diferente de cero y por lo
tanto las variables diametro y altura estan correlacionadas.
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10. Ejercicios

1. Defina los siguientes conceptos: correlacion, distribucion bivariable, diagrama de dispersion,
correlacion positiva, correlacion negativa, direccion de la correlacion, principio de linealidad,
varianza explicada, relacion no lineal, Rho, Tau.

2. Brinde una lista de pares de variables que en su opinién muestren una correlacion positiva.

3. Brinde una lista de pares de variables que en su opinién muestren una correlacion negativa.

4. Basado en la grafica que se muestra a continuacion, responda a la siguiente pregunta: ;Estan las

variables “nota” y “tarea” correlacionadas? Argumente su respuesta. ;,Cual seria su prondstico
para las siguiente tareas?

90
89
88
87
86 +

g85

7. 84
83
82
81
80
79 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

4

*

Ta%ea

5. Brinde tres ejemplos en los que usted esperaria que la relacion entre X y Y fuera no lineal.

6. Una investigadora selecciona una muestra de 50 arboles al azar de un bosque humedo Tropical
(bh-T) en la peninsula de Nicoya. Para cada arbol mide el didmetro a la altura del pecho (cm) y
su altura total (m). Luego obtiene un valor de “r” igual a 0.55 y un valor de “p” calculado igual a
0,04. (Es el coeficiente de correlacion estadisticamente significativo? Otro investigador que
estudia un de bosque humedo Tropical (bh-T) cerca de Pefias Blancas, frontera norte, decide
para caracterizar la relacion didmetro-altura de su sitio de estudio.

[
T

utilizar dicho valor de
(Cuadl es su opinidn al respecto?

7. Suponga que en un estudio sobre cantidad de fertilizante y crecimiento de plantulas en vivero se
obtienen los siguientes resultados:
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11

11 4
10 S
10 S

10

Altura total (cm)

9 . | . | .
] 1 2 3
Fertilizante (qr)

El valor de r es 0,99 y el valor de “p” calculado es 0,0001. Basado en dichos resultados
recomendaria usted aplicar fertilizante a las plantulas. ;Por qué? ;Indica la grafica que existe una
relacion entre la cantidad de fertilizante aplicado y el crecimiento de las plantulas? ;Se podria
argumentar que esta es una relacion de causa-efecto?

8. Grafique los datos del archivo ppt 5 estaciones.xlsx. Luego, calcule el coeficiente de correlacion
lineal de Pearson y Rho de Spearman para Coronado-La Marina; Coronado-Quesada; Coronado-Sta.
Maria. Compare sus resultados. ;Es la correlacion en todos los casos estadisticamente significativa?

9. El archivo biomasa_pochote laurel.xIsx contiene datos de biomasas seca, didmetro a la altura del
pecho (cm) y altura total (m) para pochote y laurel.

a. Grafique didmetro a la altura del pecho (cm) versus altura total (m) por especie y didmetro a
la altura del pecho (cm) versus biomasa seca por especie. Describa cada grafica. ;Se podrian
combinar los datos en una sola muestra o se deben analizar por especie? ;Por qué?

b. Calcule e interprete el coeficiente de correlacion lineal de Pearson y Rho de Spearman para el
diametro y biomasa seca. Grafique los datos.

c. Calcule e interprete el coeficiente de correlacion lineal de Pearson y Rho de Spearman para la
altura total y biomasa seca. Grafique los datos.

d. Si usted tuviese que estimar biomasa en funcién de didmetro o altura total, ;Cudl variable
utilizaria y porqué?

10. El Ministro de Ambiente realizara una conferencia de prensa para anunciar que durante su
gestion se redujo la tala de bosque. Para esto cuenta con los siguientes datos. Usted como asesor
(Qué le recomendaria? ;Por qué?

A continuacion se muestra la correlacion entre el nimero de permisos de aprovechamiento forestal
para areas ubicadas fuera del bosque (No. Perm. FB) y para areas boscosas (No. Perm. B) para los
ultimos 4 afios. ;Cudl es el tamafo de la muestra? ;Qué observaciones/comentarios puede hacer de
los datos? (Cuales pares de variables muestran correlaciones estadisticamente significativas?
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| Afo |[No.Perm.FB | No.Perm.B |
——————————— b s st
Afio | | -0.99 | -0.19]
| | (4) | (4) |
| | 0.01 | 0.81]
——————————— el =
No.Perm.FB | -0.99] | 0.04]
| (4) | | (4) |
| 0.01] | 0.96]
——————————— o
No.Perm.B | -0.19] 0.04 |
| (4) | (4) | |
| 0.81] 0.96 | |
——————————— o
Note: the values in the table are listed as follows:
| correlation value |
| (sample size) |
| probability |
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Alio
Fuente: Basados en datos de SINAC,1999.

A continuacion se muestra el volumen autorizado para extraccion forestal en areas fuera del
bosque (Vol m’ FB) y para bosques (Vol m® B) para el periodo 1990-1998. También se muestra la
respectiva grafica. ;Cual es el tamafio de la muestra? ;Existe correlacion lineal entre algunas de las
variables en estudio? ;Qué le indica el signo de r? A qué conclusion se llegaria analizando por
separado los datos de las preguntas 1 y 2. Observe la linea correspondiente a los datos de volumen
aprobado para explotacion fuera del bosque; ;nota algo diferente en dicha linea? ;Cudl seria su
explicacion?



Pearson Correlation Table

| Afo [Vol (m3)FB | Vol (m3)B |
fom - fom - fom - +
| | -0.59] -0.57]
| | (5) | (9) |
| | 0.30] 0.11]
Fomm - e e +
| -0.59] | 0.50]
I (5) | | (5) |
| 0.30] | 0.40]
fom - fom - fom - +
| -0.57] 0.50] |
I (9) | (5) | |
| 0.11] 0.40] |
Fomm - e it Fom - +

the values in the table are listed as follows:
| correlation value |
| (sample size) |
| probability |

Nota: Basados en datos de SINAC, 1999.
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